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Das Superpositionsprinzip ist ein Eckpfeiler der 
Quanten mechanik und folgt aus der Linearität der 
Schrödinger-Gleichung. Damit eng verbunden ist die 
Beschreibung der klassischen Mechanik durch die 
Hamilton-Jacobi-Gleichung, die aber nichtlinear ist. In 
diesem Artikel motiviere ich aus einer mathematischen 
Identität [1] eine nichtlineare Wellengleichung für die 
klassische statistische Mechanik und die lineare Schrö-
dinger-Gleichung der Quantenmechanik. 

D ie Linearität der Quantenmechanik ermöglicht 
Materiewellen-Interferometer, die als hochemp-
findliche Quantensensoren für Rotation und Be-

schleunigung dienen [2]. Eine Pionierleistung auf diesem 
Gebiet war die Messung der Phasenverschiebung in einem 
Neutronen-Interferometer [3, 4] aufgrund der Gravitation. 
Heute benutzt man dazu kalte Atome, insbesondere Bose-
Einstein-Kondensate, die mithilfe von Lichtstrahlen aufge-
teilt und wieder zusammengeführt werden. Im Folgenden 
zeige ich, dass die Phasenverschiebung in einem Kasevich-
Chu-Atom-Interferometer [5] von der Nichtvertauschbar-
keit [6] zweier Quantendynamiken und insbesondere dem 
Kommutator zwischen den Operatoren für Ort und Impuls 
herrührt. 

Schon 1927 bemerkte Earle Hesse Kennard [7], dass eine 
Wellenfunktion in einem linearen Potential eine globale 
Phase entwickelt, die proportional zur dritten Potenz der 
Zeit ist. Die erste direkte Messung dieser Kennard-Phase 
erfolgte in einem Analogsystem der Quantenmechanik, 
nämlich bei Tiefwasserwellen [8, 9]. Mit diesem Effekt lässt 
sich auch ein neuartiges Atom-Interferometer mit einer 
verbesserten Skalierung entwickeln [10]. Während beim 
Kasevich-Chu-Interferometer die Phasenverschiebung 
quadratisch in der Zeit ist, die das Atom im Interferometer 
verbringt, wächst diese in einem Interferometer basierend 
auf der Kennard-Phase mit der dritten Potenz an. Der ex-
perimentelle Nachweis dieser Änderung des Potenzgesetzes 
gelang mit einem Stern-Gerlach-Interferometer [11, 12]. 

„Wenn de Broglie recht hat und Materie Wellencha-
rakter besitzt, dann sollte es auch eine Wellengleichung 
geben. Finden Sie diese!“, forderte Peter Debye 1925 
Erwin Schrödinger heraus [13]. Das Resultat war die 
Schrödinger-Gleichung

iħ   ∂ψ___
∂t

  = Ĥ ψ (1)

für die Wellenfunktion ψ und den Hamilton-Operator Ĥ. 

Dabei ließ sich Schrödinger von der Hamilton-Jacobi-
Formulierung der klassischen Mechanik leiten. Dennoch 
erriet er das Ergebnis mehr, als dass er es herleitete. Im Zen-
trum der Schrödinger-Gleichung steht eine mathematische 
Identität für eine komplexwertige Funktion Z, die von der 
Zeit t und der Koordinate r abhängt [1]. Diese Relation setzt 
die Summe aus der ersten Ableitung von Z nach der Zeit 
und der zweiten Ableitung nach dem Ort in Beziehung zu 
einer Kombination von Ableitungen der Amplitude A und 
der Phase θ von Z. Da die Einheiten der beiden Ableitungen 
unterschiedlich sind, ist eine Konstante β einzuführen, um 
die Addition zu erlauben: 

Z = Z(r,t) ≡ A(r,t) exp[iθ(r,t)] (2)
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  A2 + 2β∇ · (A2∇θ)⌉⌋} Z. (3)

Der Realteil der rechten Seite von Gl. (3) weist große Ähn-
lichkeiten mit der Hamilton-Jacobi-Gleichung auf, wäh-
rend der Imaginärteil die Form einer Kontinuitätsgleichung 
hat. Dabei spielt das Quadrat von A die Rolle einer Dichte 
und der Gradient von θ die einer Geschwindigkeit. 

Diese mathematische Identität erlaubt es, unterschied-
liche Wellengleichungen herzuleiten. Falls die klassische 
Wirkung und die Hamilton-Jacobi-Gleichung die Phase θ
und deren Dynamik definieren, reduziert sich bei geeig-
neter Wahl von β der Realteil der rechten Seite und bringt 
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Abb. 1 Die drei Entdecker der Quanteninterferenz bei Gravitation 
Albert W. Overhauser, Roberto Colella und Samuel A. Werner (von 
links) sind hier vor dem Phoenix Memorial Laboratory der Universi-
ty of Michigan in Ann Arbor im Herbst 1974 zu sehen.
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das Potential V ins Spiel. Bei Wahl der Wurzel der Van-
Vleck-Determinante D als Amplitude verschwindet auch 
der Imaginärteil der rechten Seite, da D eine Kontinuitäts-
gleichung erfüllt [1, 14]. Wegen des letzten Terms im Realteil 
ist die so entstandene Wellengleichung nichtlinear. Alterna-
tiv ist es möglich, diesen Term der Phase zuzuschlagen und 
damit die Hamilton-Jacobi-Gleichung zu verallgemeinern. 
Das macht zwar die Bewegungsgleichung für die Phase 
komplizierter, aber die Wellengleichung linear. 

Da im ersten Fall sowohl Amplitude als auch Phase klas-
sischen Gleichungen genügen, entspricht die nichtlineare 
Wellengleichung der klassischen Mechanik [15]. Im Ge-
gensatz dazu liegt im zweiten Fall durch Einbeziehung des 
nichtlinearen Terms in die Hamilton-Jacobi-Gleichung die 
lineare Schrödinger-Gleichung der Quantenmechanik vor.

Neutronen und Atome in Gravitation
Materiewellen-Interferometer nutzen diese Linearität. So 
beobachteten am 29. März 1975 Roberto Colella, Albert 
W. Overhauser und Samuel A. Werner (Abb. 1) erstmals 
die Phasenverschiebung von Neutronenwellen durch 
das Gravitationsfeld der Erde [3]. Ihr COW-Experiment 
(Abb. 2) basiert auf der Bragg-Beugung von Neutronen an 
drei Silizium-Kristallebenen, die zu zwei interferierenden 
Wegen führt, welche die Punkte A und D entweder über B
oder C verbinden. Wird das Interferometer um die Achse 
AB gedreht, verändert sich die Fläche des Interferometers 
relativ zur Gravitation und damit die Phasenverschiebung 
zwischen den zwei interferierenden Neutronenwellen. Da-
raus resultieren verschiedene Zählraten in den Detektoren 
C2 und C3.

Etwa 15 Jahre später entwickelten Mark Kasevich und 
Steven Chu das Analogon des COW-Interferometers für 
Atome , das KC-Interferometer [5]. Die Streuung der Atome 
an elektromagnetischen Wellen ersetzt dabei die Beugung 
der Neutronen an den Kristallebenen (Abb. 3). Ein Atom-
strahl, der sich entlang des konstanten Gravitationsfeldes 
(z-Achse) ausbreitet, wechselwirkt für kurze Zeit mit drei 

Lichtfeldern. Bei geeigneter Wahl der Wechselwirkungszeit 
und der Licht intensität kann das Atom in eine kohärente 
Überlagerung aus zwei Zuständen gebracht werden, hier 
Grundzustand |g⟩ und angeregter Zustand |e⟩. Da sich bei 
der Absorption der Impuls ħk des Photons auf das Atom 
überträgt, ist der Quantenzustand des Atoms eine kohä-
rente Überlagerung aus |p⟩|g⟩ und |p + ħk⟩|e⟩ wobei |p⟩ ein 
Impulseigenzustand ist. Die Wechselwirkung bei T ist so 
gewählt, dass sie die internen Zustände austauscht. Dabei 
verringert oder vergrößert sich der Impuls des Atoms je 
nachdem, ob eine Emission oder eine Absorption vorliegt.  

Der Lichtpuls bei 2T ist wieder ein Strahlteiler und 
mischt die beiden Wege. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, 
Atome in den beiden Ausgängen des Interferometers zu 
finden, durch die Interferenz der beiden Wege gegeben. Die 
entsprechende Phasendifferenz beruht auf den unterschied-
lichen Reihenfolgen der unitären Zeitentwicklungen. Auf 
dem oberen Weg ist aufgrund des Impulsübertrags bei t = 0 
das Atom zunächst im angeregten Zustand und nach t = T
wieder im Grundzustand. Auf dem unteren Weg ist dies 
genau umgekehrt. Somit entspricht der Hamilton-Operator

Ĥg ≡ p̂2
___
2m + mgẑ (4)

der Bewegung des Atoms mit der Masse m im konstanten 
Gravitationsfeld mit der Beschleunigung g im Grundzu-
stand, während der Hamilton-Operator [6]

Ĥe ≡
(p̂ + ħk)2
_______

2m  + mgẑ (5)

die Bewegung im angeregten Zustand mit einem um ħk 
erhöhten Impuls beschreibt.

Die entsprechenden unitären Zeitentwicklungen vertau-
schen nicht, da 

[Ĥg, Ĥe] =   ħk__
m [Ĥg, p̂].   (6)

Nach der Heisenberg’schen Bewegungsgleichung ist der 
Kommutator auf der rechten Seite gerade die zeitliche 

Abb. 2 Im COW-Experiment (a) wird ein Neutronenstrahl kohärent aufgespalten, wieder zusammengeführt und schließlich gemischt. 
Dreht sich der Kristall im Gravitationsfeld, ändert sich die relative  Phase der interferierenden Neutronenwellen, wie die Originaldaten (b) 
von Samuel A. Werner zeigen.
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Änderung des Impulses und somit proportional zur Be-
schleunigung. Deshalb ist das KC-Interferometer ein Be-
schleunigungsmesser. Außerdem ergibt Einsetzen von Ĥg

aus Gl. (4), dass der Kommutator von Ĥg und Ĥe auf die 
bekannte Vertauschungsbeziehung von Ort und Impuls 
führt. Da im Zeitentwicklungsoperator der Hamilton-Ope-
rator mit der Zeit multipliziert wird, ist der Kommutator 
und damit die Phasenverschiebung im KC-Interferometer 
quadratisch in der Zeit, die das Atom im Interferometer 
verbringt: je langsamer das Atom, desto größer das Signal. 

Diese Skalierungseigenschaft legt nahe, für Präzisions-
messungen kalte Atome zu benutzen. Da Atome wegen 
ihrer Masse aber die Schwerkraft der Erde spüren, müssen 
sie entweder durch zusätzliche Felder levitiert werden oder 
die Experimente müssen in Mikrogravitation stattfinden. 
Das ist am Bremer Fallturm, in Parabel- oder Raketenflü-
gen bzw. auf der Internationalen Raumstation möglich. Bei-
spiele dafür sind die Missionen QUANTUS [16], MAIUS 
[17], CAL [18] und BECCAL [19] .

Kennard-Phase
Die Phasenverschiebung im KC-Interferometer skaliert mit 
dem Quadrat von T. Ob es ein Interferometer mit einem 
höheren Potenzverhalten gibt, lässt sich mit der  Kennard-
Phase herausfinden [20]. 

In der Pfadintegral-Formulierung der Quanten-
mechanik ist die Phase der Wellenfunktion eines Teilchens 
in einem linearen Potential durch die klassische Wirkung 
gegeben [21], also dem Integral der Lagrange-Funktion 

über die Zeit. Da in diesem Fall sowohl die kinetische als 
auch die potentielle Energie quadratisch in der Zeit sind, 
ist die resultierende Phase kubisch. Darüber hinaus hängt 
die Kennard-Phase nicht vom Ort ab [10]. Als globale Phase 
galt sie deshalb lange als unbeobachtbar, bis vor kurzem 
die direkte Messung in Tiefwasserwellen gelang [8]. Deren 
Amplitude erfüllt im mitbewegten Bezugssystem eine 
Schrödinger-Gleichung [9]

i  ∂A___
∂ξ

 =   ∂
A__

∂τ2     , (7)

bei der Zeit und Ort, hier in den dimensionslosen Variab-
len ξ und τ ausgedrückt, ihre Rollen vertauschen. Deshalb 
lassen sich bei Wasserwellen im Gegensatz zu Materiewel-
len beliebige Anfangswellenfunktionen leicht realisieren: 
Der gewünschte zeitliche Verlauf einer Welle entsteht an 
einem festen Ort durch eine mechanische Anregung der 
Wasser oberfläche.

Das Experiment fand in einem 16 Meter langen Wasser-
tank in den Laboren von Lev Shemer an der Tel Aviv Uni-
versity statt (Abb. 4a). An dem einen Ende des Kanals er-
zeugt die geeignete Bewegung von Paddeln die Wellen, die 
sich entlang des Tanks ausbreiten. Fühler an verschiedenen 
Positionen messen die Wellenamplitude als Funktion der 
Zeit. Am anderen Ende des Tanks dämpft das Auslaufen 
an einem Strand die Wellen. Diese sind an den Wänden 
gut sichtbar. 

Georgi Gary Rozenman führte die Messungen zur 
Kennard-Phase durch. Das dazu notwendige lineare Poten-
tial in der Schrödinger-Gleichung realisierte er über eine 

Abb. 3 Ein Atom mit den internen Zuständen |g⟩ und |e⟩ 
wechsel wirkt bei t = 0, T, 2T mit drei Lichtfeldern. Da die Absorption 

und Emission des Lichts den Impuls ändern, hängt die Bewegung 
im Gravitationsfeld der Beschleunigung g, beschrieben durch die 

 Hamilton-Operatoren Ĥ g und Ĥ e, von den internen Zuständen  ab. 
Auf den beiden Wegen wirken Ĥ e und Ĥ g in umgekehrter Reihen-

folge: Das Kasevich-Chu-Interfero meter misst diesen Unterschied.
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Abb. 4 Mittels Wasserwellen in einem langen Tank (a) lässt sich die Kennard-Phase aufgrund der Analogie von Schrödinger-Gleichung und 
Tiefwasser-Wellengleichung messen. Die aus der Amplitude extrahierte Kennard-Phase (b) zeigt ihr typisches kubisches Verhalten.
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zusätzliche Strömung mit einer zeitlich linear anwachsen-
den Geschwindigkeit. Die extrahierte Phase zeigt das von 
Kennard vorhergesagte kubische Verhalten (Abb. 4b). We-
gen der Vertauschung von Ort und Zeit in der Wellenglei-
chung der Tiefwasserwellen tritt diese aber jetzt im Ort auf.

Kennard-Interferometer  
Um ein Atom-Interferometer mit verbesserter Skalierung 
zu konstruieren, kommen die Kennard-Phase und der 
Stern-Gerlach-Effekt zum Einsatz.

Vor fast 100 Jahren haben Otto Stern und Walther Ger-
lach gezeigt, dass sich ein Atomstrahl in einem inhomo-
genen Magnetfeld in zwei Strahlen aufteilt, aber nicht, 
dass diese kohärent sind. Letzteres ist erst vor kurzem der 
Gruppe von Ron Folman an der Ben-Gurion University of 
the Negev gelungen. Außerdem realisierte sie zum ersten 
Mal ein Stern-Gerlach-Interferometer, in dem die beiden 
Strahlen räumlich voneinander getrennt sind [12]: Atom-
chips weisen starke Magnetfeldgradienten auf, womit Bose-
Einstein-Kondensate manipuliert werden können. 

Da die Kennard-Phase auch von dem Quadrat der Be-
schleunigung abhängt, lässt sie sich interferometrisch beo-
bachten [10], wenn ein Atom auf seinen unterschiedlichen 
Wegen verschiedene Beschleunigungen erfährt, wie es in 
einer Überlagerung verschiedener magnetischer Unter-
niveaus in einem Magnetfeldgradienten geschieht. Auf 
diese Weise gelang Ron Folman und seinem Team die erste 
interferometrische Messung der Kennard-Phase (Abb. 5). 
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Abb. 5 In einem Stern-Gerlach-
Interferometer lässt sich die 
Phasen verschiebung proportional 
zu T 3 beobachten.
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